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Regressione lineare
//modelli con rumore

+ Assumiamo una generazione di punti con un processo rumoroso

t=f(x;w) +¢

come definiamo la precisione?

far

p(tlzo, w, )

o T



Probabilita
//assiomi:definizione formale

 L'insieme dei possibili valori osservati (risultati dell’osservazione di un
processo casuale) definisce uno spazio campione

-« Unevento AcC 2 & un insieme di valori dallo spazio campione. La classe F
dei possibili eventi soddisfa le proprieta seguenti:

1.0eF
2. Ae F = QMNAeF
3. A, Ag,... A, e F = U? lAiE.F

« Su F é definita una misura di probabilita P : F — IR, che soddisfa le proprieta
seguenti:
1.VAeF:P(A) >0
2. P() =1
3. Se Ay, Ao, ..., A, sono eventi disgiunti (tali che 4; N A; =

0, Vi, j,i # j) allora
n

P(JA) =) P(A)
i=1

i=1

Probabilita condizionata

+ Sia B un evento a probabilita non nulla (P(B) > 0). La probabilita condizionata
di un evento A dato B e definita come

P(ANB)

PA|B)= =55

- Se P(AnB) = P(A)P(B), e quindi P(A | B) = P(A), allora i due eventi sono detti
indipendenti.



Variabili aleatorie

« Una variabile casuale (o random) € una funzione
X: 0= R

- Se,dato weQ, X(w) pud assumere soltanto valori interi, allora
X & una variabile casuale discreta, altrimenti viene detta continua.
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Variabili aleatorie

Una variabile casuale (o random) & una funzione
X: 02— 1R

- Se, dato w € 2, X(w) pud assumere soltanto valori interi, allora X & una
variabile casuale discreta, altrimenti viene detta continua.

Una distribuzione (cumulativa) di probabilita &€ una funzione

FX "R~ [0, 1]
« tale che Fx(x) = P(X < x). Per tale funzione valgono le seguenti

L0<Fx(x) €1

Cdimy, o Fx(z)=0
CAimy o Fx(z) =1

r=y = Fx(z) < Fx(y)

= W N



Distribuzione di probabilita

+ Se X puo assumere un insieme finito di possibili valori, & possibile definire la
distribuzione (di massa) di probabilita

px : 2— R

+ tale che px(x) =P(X =x). Valgono:
L. 0<px(z) <1

2. Z:ev(X)pX(l') =1, dove V(X)) é I'insieme dei possibili valori di X
3. Yreabx(z) =P(X € A4)

Densita di probabilita

+ Se X e continua e Fx e derivabile ovunque, possiamo definire la densita di
probabilita

fx(z) = dF()iglfr)

» Dalla definizione di derivata:
Plr< X <z+ Az) = fx(z)Az

+ Altre proprieta
L fx(z) =0
2. [%, fx(z)dz =1
3. L, fx(z)der = P(X € A)



Valore atteso

+ X variabile casuale discreta con distribuzione px(x), g : IR — IR generica
funzione, allora g(X) & variabile casuale e possiamo definire il suo valore atteso
come:

Eg(X)|= Y g(z)px(z)

reV(X)

« X variabile casuale continua

o0

Elg(X)] = / o(@) fx (z)da

—00

Valore atteso: proprieta

1. Ela] = a per ogni a € R
. Hlaf(X)] = aE[f(X)] per ogni a € R
. E[f(X) + 9(X)] = E[f(X)] + E[g(X)]

4. Se X é discreta, allora E[1{X =k}| = P(X =k), dove 1{X =k} ¢
la funzione che assume valore 1 per X = k e 0 altrimenti

W N



Varianza

« La varianza di una variabile casuale X

Var[X] = E[(X — E[X])}]

» Vale allora:
E(X — EX]))’] = EX®-2E[X]X + E[X]?
= E[X?| - 2EX]EX] + E[X]?
= EX? - EX]?
* |noltre

Var[a] =0 per a € R
Varfaf(X)] = a®>Var[f(X)] per a € R

Distribuzioni utili

Discrete-
Binary

Bernoulli Binomial Beta

\

Discrete- \ ./
Multivalued

Multinomial Dirichlet
Continuous /
Gaussian Wishart Student's-t Gamma Exponential
Angular \

Von Mises

Uniform 2




Distribuzioni discrete
//Be rnou | Ii .:géc;l;l?[grsnoulli

X ~ Bernoulli(p) (0 < p <1)

* Probabilita che, data una moneta
con probabilita di “testa” uguale a
p, un suo lancio abbia “testa”
come esito.

p(z) = {p se esito = “TESTA” _ pI(l _ p)l—:c

1 —p altrimenti

* Media
EX]=p

* Varianza

Var[X] = p(1 —p)

Distribuzioni discrete
//Binomiale

X ~ Binomial(n,p) (0 <p <1)

 probabilita che, data una moneta
con probabilita di “testa” uguale a
P, N suoi lanci indipendenti diano
X volte “testa” come esito.

p(z) = (Z)p"”(l -p)"

° Media E[X] — np
» Varianza
Var(X] = np(1 —p)



Distribuzioni discrete
//Poisson

X ~ Poisson(\) (A > 0)

* probabilita che, dato un evento
che pud avvenire in media
lambda volte per unita di tempo,
I’evento compaia x volte nell’unita

di tempo.
xr
_ N
+ Media MATLAB  ]ambda = 2;
E[X] = A ‘ X = poissrnd(lambda,1,1000);
» Varianza - ¥ hist(x)
Var(X] = A

Distribuzioni continue
//Uniforme

X ~ Uniform(a,b) (a < b)

 probabilita costante traaeb, 0
altrove. .
i) bia sea<z<b o 5 :
T) = -
0 altrimenti
- Media A 5
BIX] = %5
» Varianza
_ (b—a)?
Var[X] = 3




Distribuzioni continue
//Esponenziale

W

X ~ FEzponential(\) (A > 0)

+ probabilita che I'intervallo tra due
eventi successivi in un processo
di Poisson con parametro A
abbia lunghezza x

—Ax
f(x):{/\e sex <0

0 altrimenti

* Media
EX] =%

» Varianza
Var[X| = Xlg

Distribuzioni continue a

//Normale o Gaussiana

1777-1855

X ~ Normal(p,o?)

— )2
1 e Nalp, 0*)

J(@) = 2o

* Media E[X] _ A

* Varianza

v

Var[X] = o2 i



Distribuzioni continue

//Normale O GaUSSiana Carl Friedﬁéﬁ Gauss
1777-1855
X ~ Normal(p,o?)
1 @=w? |
fz) = e 27
2mo
* Media Z::
‘lzj[;)(f] —_— }Ll‘ 0.02 +

MATLAB >> mu=0;

>> sigma=2;
‘l» x=-10:0.1:10;
V(lT‘ [X] — 0,2 i~  >> y = normpdf(x,mu,sigma);
>> plot(x,y)

* Varianza

Distribuzioni continue '
//Normale o Gaussiana e

1777-1855

X ~ Normal(p,o?)

8000

7000

1 (x_#)Q 5000 |

f(x) = [ 20’Q so00 |
2o

+ Media S
E'[X] — ,U‘ 1000 |

MATLAB >> mu=0;

>> sigma=2;
‘L >> x = normrnd(mu,sigma,l,100000);

Var [X] = 0’2 == >> hist(x)

* Varianza



Distribuzioni continue

//Beta
+ Usata come a priori sul parametro della
Binomiale
a=0.1, b=0.1 a=1, b=1
L(a+b) . b1 [— N ' ‘
Beta(u|a,b)=————u""(1-u) ] = !
[(a)T(5) | | |

] +

o >
0 0s

- dove TI'(x) =fu"‘e"‘du & la funzione Gamma
0

a=2, b=3 _8 b=
+ Media ‘ , =8 b=4
a - -
Elul= | s I \

L] a+b \ ’ /\\\‘
» Varianza , — .

ab ’ “o ‘

var[u] = 3 .
(a+b) (a+b+1) Distribuzione Beta

in funzione degli iperparametri a,b

Distribuzioni continue
//Gamma

0l

 Usata come a priori sulla varianza della o
Normale o sulla Poisson !

=

1
Gam(A|a,b) =——b" 2" exp(-bA ’ t
am(A|a,b) @) p(=b4)

- dove TI'(x) =fu"“e"‘du & la funzione Gamma
0

* Media 0 o ?
a B =
E[A]== P
b 1
» Varianza
00 Al 2

Distribuzione Gamma

a
var[A] = el in funzione degli iperparametri a,b



