Computazione per l'interazione naturale:
fondamenti probabilistici (2)

Corso di Interazione uomo-macchina |l

Prof. Giuseppe Boccignone

Dipartimento di Informatica
Universita di Milano

boccignone@di.unimi.it
http://boccignone.di.unimi.it/IUM2 2014.html

Estensione a due variabili casuali
//distribuzioni cumulative congiunte e marginali

+ Date due variabili casuali continue X, Y , la distribuzione di probabilita
cumulativa congiunta e definita come

Fxy(z,y)=P(X <z,Y <vy)

+ Valgono le seguenti
1. 0 < Fyy(z,y) <1
2. limg yyo0 Fxy(z,y) =1
3. limg oo Fxy(z,y) =0

+ Data la distribuzione cumulativa di probabilita congiunta Fxy (x, y) le
distribuzioni cumulative marginali di probabilita Fx e Fy sono definite come

Fx(z) = yi)ngoFXY(w,y)

Fy(y) = lim Fyy(z,y)

Tr—roo



Estensione a due variabili casuali
//distribuzioni di probabilita congiunte e marginali

» Date due variabili casuali discrete X, Y

pxy(z,y) = P(X =z,Y =y)

+ valgono le seguenti
1. 0 <pxy(z,y) <1

2. ZIEV(X) Zyev"(y)px)’(l’a y) =1

+ Data la distribuzione di probabilita pxv (X, y) le distribuzioni marginali di
probabilita px e py sono definite come

Estensione a due variabili casuali
//distribuzioni di probabilita congiunte e marginali




Estensione a due variabili casuali
//distribuzioni di probabilita congiunte e marginali

a) Pr(z) b) Pr(z) C) Pr(z)

Pr(z,y)

Pr(y)

Pr(y)

Estensione a due variabili casuali
//densita di probabilita congiunte e marginali

+ Se Fxv (X, y) € dovunque derivabile rispetto sia a x che ay, allora la densita di
probabilita congiunta € definita come

O*Fxy(z,y)
fxy(@y) = —55,

« vale

/ / fxv (e )dady = P(X,Y) € 4)
D J e,

+ Data la densita di probabilita cumulativa fxv (X, y) le densita marginali di
probabilita fx e fy sono definite come

i@ = [ vy

fr(y) = /_le fxvy(z,y)dx



Estensione a due variabili casuali
//probabilita condizionate

« Date due variabili casuali X, Y discrete , la probabilita condizionata di X
rispetto a Y & definita come

pxy(z,y)

pxy(z|y) = v ()

* X, Y continue

fxy(l@|y) = ﬁ—(y)

Estensione a due variabili casuali
//probabilita condizionate

Pr(z,y)

AN

Pr(z|ly = y1)

A~~~ |

Pr(z|ly = y2)




Estensione a due variabili casuali
//Teorema di Bayes

* X, Y discrete

o (@ | y) = PXY@Y) _  pyix(v | opx(@)
XY PY(?J) ZZEV(X)pY|X(y | Z)px(z)

* X, Y continue

fxy(z,y) _ fyix(y | z)fx(x)
fr(v) 7 fyix(w | 2) fx(2)dz

fxyy(z|y) =

Estensione a due variabili casuali
//indipendenza

* Due variabili casuali sono indipendenti se

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y)

* ovvero

1. pxy(z,y) = px(z)py(y) per X,Y discrete e per tutti i valori z €
V(X),yeV(Y)

2. pxy(z | y) = px(x), per X,Y discrete e per z € V(X) e py(y) # 0

3. fxy(z,y) = fx(z)fy(y) per X,Y continue e per tuttii valori z,y €
R

4. fxyy(z |y) = fx(x), per X,Y continue e per z € R e fy(y) #0



Estensione a due variabili casuali
//indipendenza

b) Pr(z,y)
Pr(z|ly = y1) Pr(z|ly = y1)
Pr(zly = y») Y Pr(zly = y»)

Estensione a due variabili casuali
//valore atteso

- Date due variabili casuali X, Y discrete e una funzione ¢ : IR,2 — R
il valore attesodig e

EgX,Y)]= Y Y gl@ypxy(z,y)

zeV(X)yeV(Y)
* X, Y continue

Elg(X,Y)] = / h / "~ g(a,)fxy (2, ) dady

+ Valgono le seguenti

L ELf(X,Y) + g(X, V)] = EIf(X,Y)] + Elg(X,Y)]
2. Se X e Y sono indipendenti, E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)]



Estensione a due variabili casuali
//covarianze

« Date due variabili casuali X, Y , la loro covarianza & definita
Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

« come nel caso della varianza:
CoulX,Y] = E[(X - EX])(Y — E[Y])]
= E[XY — XE[Y]-YE[X]+ E[X]|E]Y]]
= EXY] - E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[E[X]E[Y]]
= E[XY]| - EX]|EY]

+ Valgono inoltre:
1. Var[X +Y]| = Var[X]| + Var[Y] + 2Cov[X,Y]
2. Se X e Y sono indipendenti, Cov[X,Y] =0

Estensione a n variabili casuali

2. limg, oo limgy oo .. iy, 00 Xy X, X (1,22, ..., 2,) =1

 Per ogni X; & definita la marginale

FX,-('TI'): lim FX],XQ,...,Xn($13w2:"'3$n)

Ti—r 00



Estensione a n variabili casuali
//caso discreto

+ Date n variabili casuali discrete, la distribuzione di probabilita congiunta

pX],XQ,...,Xn(wla"L'Qa v ’wn) = P(Xl = :UleQ =T2,... 7Xn = wn)

* per la quale valgono:
L 0<px; xs,.. Xn(ZT1,22,...,2,) <1

2' Z:Ele‘/(XI) ZIQGV(XQ) e ZInEV(Xn)thXQ:---,Xn (-’1:1, $27 ctt CL’n) - 1

+ La distribuzione di probabilita marginale &

px;(zi) = Z Z Z Z PX1. X2, Xn(T1, T2, ..., Tn)

1€V (X1) zi—1EV (Xi—1) zi+1€V (Xit1) zn€V(Xn)

Estensione a n variabili casuali
//caso continuo

+ Se la F & derivabile, la densita di probabilita congiunta € definita

fX X X (IL’ T T )_ anFX1,X2,...,Xn(371,$2,...,:Bn)
1. A2,..,AN 1:42y...4dn Bmlax2axn

* quindi

/. / fx1.Xo,. Xn(Z1,22,...,2n)dz1 ... dxyy = P((21,22,...,2,) € A)
TEA

+ La densita marginale di probabilita &

fx;(x:) = / / X1 Xo,. X (@1, 22, ..., xp)dxy ... doy

—00



Estensione a n variabili casuali
//regola del prodotto

+ Dalla definizione di probabilita condizionate:

= f(a?l)Hf(:L‘i | Z1,...,@i—1)

i=2

Estensione a n variabili casuali
//valore atteso

+ Date una distribuzione f(x1, x2, . . ., xn) e una funzione g¢:R" +— R



Estensione a n variabili casuali

//covarianza
* Dato un insieme X1,X2, ..., Xn di variabili casuali, & possibile definire il
vettore aleatorio
X1
X2
x=1 . x € R"
Xn

- Anche una funzione ¢ : IR™ — IR™ & rappresentabile come vettore

g(x) = x € R”

Estensione a n variabili casuali
//covarianza

 Dato il vettore x € IR™ la sua matrice di covarianza & la matrice n x n tale
che, per ogni coppia i, |

Zﬁj = CO'U[Xi, XJ]

* ovvero. [ Cov[X1,X:] -+ Cov[X1,X,] |
r o= : :
| Cov[X,,,X;] -+ Cov[X,,X,] |
[ Var[X}] o Cov[Xq, X, ]
B i Cov[.X:'n,Xl] Var:[Xn] |
O OEXI-EX P - XX - EXi]EX,)
) | E[XnXl] _E[XH]E[XI] : E[Xg] - E[XH]E[XR]

= ExxT] - Ex]Ex]T
= El(x - Ex])(x — E[x])T]



Estensione a n variabili casuali
//covarianza

Y & matrice simmetrica:
* per definizione di covarianza Cov[X;,X;] = Cov[X;,X;]
Y} & definita positiva:

n n
- per qualunque vettore z: 2'8z=) Y Yjzz
i—1 j—1

= i i CO’U[X,‘,XJ‘]ZZ'Z]'

i=1 j=1

=Y H(X: - BXi))(X; — E[X;)))2i2;

i=1 j=1

=F Z Z(Xi - E[Xi])(Xj - E[Xj])zizj

i=1 j=1
° ma n n

DD (Xi— X (X — ElX))ziz = (XT2)* 2 0

i=1 j=1

Estensione a n variabili casuali
//il caso Gaussiano

« Un vettore aleatorio x € IR™ ha una distribuzione normale di media 1 € IR™
e matrice di covarianza ¥ di dimensione n x n

1 1 _
Fcl 2) = N, B) = e (—3fox - W= - )

forma quadratica di x




Estensione a n variabili casuali
//il caso Gaussiano

Estensione a n variabili casuali
//il caso Gaussiano

« | contorni di densita costante sono determinati dalla matrice di covarianza

+ Per esempio in 2D

T i) I

A
v
v

(2) (b) (<)

Forma generale Forma diagonale Forma isotropa
(allineata con gli assi) (matrice identita)



Estensione a n variabili casuali
//il caso Gaussiano

Diagonal covariances Full covanances

Spherical covariances

_[10] 5_[o8 07
B=100|"*T o7 13

0.0 00 18

- 2= 3

Distribuzione Normale multivariata:
//il caso multivariato

+ Consideriamo il caso della matrice di covarianza diagonale

T 41 [ 0% o --- 0
xT9 H2 0 0’% Tt 0
X = ) = ) Y=
Ln Hn L "t On
— 1 —
L0 0
+ allora a
. 0 % 0
2| = ofor...0% I
n 2 1
(lz _ ,Uz) L 0 0 ?;] _

cowero  (x—p) B (x—p) =Y T

n ) Distribuzione multivariata =
1 1(.1.._ l.)z _ Y 1a
. _ i Li — [ prodotto di n distribuzioni
fxp,X) = exp| —5—=— - vari
J 2 : gaussiane univariate, ognuna
1=

relativa ad una coordinata xi




Distribuzione Normale multivariata:
//il caso multivariato: geometria della Gaussiana

- ¥ soddisfa I'equazione agli autovettori Zu; = AW,

* 3 reale e simmetrica: i suoi autovalori i sono tutti reali e possiamo scegliere

un insieme di autovettori ortonormali ufu; = 1 se i = j

n n 1
T -1 E :_ ul
Y= E Aiu;u; Y= 2, u;u; 2
i—1 i=

us
+ Sostituendo all’interno della forma quadratica \/'U1

A

n T 2 Y2
_  \Ts -1/, _ (ui (X — “))
(x—p) X7 (x u)—;—)\i v
« Indicando con ¥ = uf(x — 1) la proiezione di VG

)\1/2
x —p lungo la direzione di u;

v

T1
i=1

. 2 =1 1?2
Ts—1 _ Yi . — I I R
(X - /’L) X (X - /,L) - )\i f(xa/-‘l'a 2) o, 27T/\2' exp ( 9 Az)

Distribuzione Normale multivariata:
//medie e covarianze

+ Valgono le seguenti come nel caso univariato

/ f (x|, D)dx = 1

Rn

/ wif (x|, B)dx = s
Rn

| @— )@ — 1) (sl E)x = Ty



Distribuzione Normale multivariata:
//somma di variabili gaussiane indipendenti

 Siano x,y € R"
x ~ Normal(p,X)

y ~ Normal(p/',X")

« Lasomma z=x+y & ancora distribuita normalmente

z ~ Normal (i, X) E=p+p T=%+%

+ Si noti che la distribuzione di z = x + y &€ cosa diversa dalla somma delle
distribuzioni di x e y (che in generale non € gaussiana).

1 1

(a)
o)
¥ Ao 05 ;
Z, / &
05
0 0.5 1

(

n

Distribuzione Normale multivariata:;
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

« Sia x~ Normal(p,X) con
1. x4 € R™exp e R" ™ tali che

Cxa ]
X =
(= XB -
2. py e R™ e pg € R"™ tali che
_ [ ma]
H L UB |

3. EAA = ]Rbmxm7 EAB = IRmx(n—m)’ EBA = IRv(n—m)xm e ZBB =
R(—m)x(n=m) ¢a)i che

¥ [ Yaa XaB ]
Xpa 2B

+ La distribuzione di x € la congiunta



Distribuzione Normale multivariata:
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

AN

Pr(a:l)

P’)"(CL‘Q)

Pr(x) = Pr(z1,z2)

Distribuzione Normale multivariata:;
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

+ La distribuzione di x € la congiunta

_ | Xa T Ha Yaa XaB
X = [ . } Normal ([ iy ] , [ Spa Spn ])

* Marginali:
p(x4) = / p(x|p, X)dxp = / p(x4,xplp, X)dxp x4 ~ Normal(p 4,2 44)
JxgeR"™ JxgeRM™
p(xp) = / p(x|p, X)dx s = / p(xa,xB|p, X)dx 4 xp ~ Normal(pug, XBB)
Jx 4 eR™ Jx eR™

* Condizionate

p(xalzp) = p(xa,xB|p, X)
A|TB fx_,‘eR‘ln p(X‘/J Z)dx:‘

xa|xp ~ Normal(p 4 + 2_4325}3()(3 —pup), a4 — 2_4325223_4)

p(xB|TA) = p(xa,xp|p, X)
PREBIEA fXBER"_m p(X|/.l,2)de

xplxa ~ Normal(pp + EpaX (x4 — 1), o — TpaX 41X 4B)



Distribuzione Normale multivariata:
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

+ La distribuzione di x € la congiunta

XA A Yaa XaB ]) i
— ~ N l ,
* [ XB ] orma <[ “p ] ' [ ¥Ba XBB

0.5

+ Marginali:

xa ~ Normal(p,, X 44)

xp ~ Normal(pp, XBB)

« Condizionate
xalxB ~ Normal(ps + EapEpp(xB — up), Baa — TapEppEBa)

xg|xa ~ Normal(pp + ZpaS (x4 — 114), pp — TpaX 1S an)

Distribuzione Normale multivariata:
//formula di Bayes

+ Siano x ~ Normal(p,2)

yv|x ~ Normal(Ax + b, %5)
+ La probabilita a posteriori vale:

x|y ~ Normal(,2) 7= (S7'+ATZ;'A)HATS (v —b) + 21 ')
= (X + AT A

* Inoltre:

y ~ Normal(z, f)



