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Computazione per l’interazione  naturale: 
fondamenti probabilistici (2) 

Estensione a due variabili casuali 
//distribuzioni cumulative congiunte e marginali

• Date due variabili casuali continue X, Y , la distribuzione di probabilità 
cumulativa congiunta è definita come


!

• Valgono le seguenti


!

!

• Data la distribuzione cumulativa di probabilità congiunta FXY (x, y) le 
distribuzioni cumulative marginali di probabilità FX e FY sono definite come



Estensione a due variabili casuali 
//distribuzioni di probabilità congiunte e marginali

• Date due variabili casuali discrete X, Y 


!

• valgono le seguenti


!

• Data la distribuzione di probabilità pXY (x, y) le distribuzioni marginali di 
probabilità pX e pY sono definite come

Estensione a due variabili casuali 
//distribuzioni di probabilità congiunte e marginali



Estensione a due variabili casuali 
//distribuzioni di probabilità congiunte e marginali

• Se FXY (x, y) è dovunque derivabile rispetto sia a x che a y, allora la densità di 
probabilità congiunta è definita come


!

• vale


!

• Data la densità di probabilità cumulativa fXY (x, y) le densità marginali di 
probabilità fX e fY sono definite come

Estensione a due variabili casuali 
//densità di probabilità congiunte e marginali



• Date due variabili casuali X, Y  discrete , la probabilità condizionata di X 
rispetto a Y è definita come


!

• X, Y  continue

Estensione a due variabili casuali 
//probabilità condizionate

Estensione a due variabili casuali 
//probabilità condizionate



• X, Y  discrete


!

!

!

• X, Y  continue

Estensione a due variabili casuali 
//Teorema di Bayes

• Due variabili casuali sono indipendenti se


!

!

• ovvero

Estensione a due variabili casuali 
//indipendenza



Estensione a due variabili casuali 
//indipendenza

• Date due variabili casuali X, Y discrete e una funzione                                      
il valore  atteso di g  è


!

• X, Y continue


!

• Valgono le seguenti

Estensione a due variabili casuali 
//valore atteso



• Date due variabili casuali X, Y , la loro covarianza è definita


!

• come nel caso della varianza:


!

!

!

• Valgono inoltre:

Estensione a due variabili casuali 
//covarianze

• Date n variabili causali X1,X2, . . . ,Xn


!

• valgono


!

!

• Per ogni Xi è definita la marginale

Estensione a n variabili casuali 



• Date n variabili casuali discrete, la distribuzione di probabilità congiunta


!

• per la quale valgono:


!

!

• La distribuzione di probabilità marginale è

Estensione a n variabili casuali 
//caso discreto

• Se la F è derivabile, la densità di probabilità congiunta è definita


!

!

• quindi


!

!

• La densità marginale di probabilità è

Estensione a n variabili casuali 
//caso continuo



• Dalla definizione di probabilità condizionate:

Estensione a n variabili casuali 
//regola del prodotto

• Date una distribuzione f(x1, x2, . . . , xn) e una  funzione

Estensione a n variabili casuali 
//valore atteso



• Dato un insieme X1,X2, . . . ,Xn di variabili casuali, è possibile definire il 
vettore aleatorio


!

!

• Anche una funzione                                      è rappresentabile come vettore

Estensione a n variabili casuali 
//covarianza

• Dato il vettore                    la sua matrice di covarianza è la matrice n x n tale 
che, per ogni coppia i, j


!

• ovvero:

Estensione a n variabili casuali 
//covarianza



•            è matrice simmetrica:


• per definizione di covarianza 


•            è definita positiva:


• per qualunque vettore z: 

!

!

!

!

• ma

Estensione a n variabili casuali 
//covarianza

• Un vettore aleatorio                     ha una distribuzione normale di media              
e matrice di covarianza      di dimensione n x n  

Estensione a n variabili casuali 
//il caso Gaussiano

forma quadratica di x



Estensione a n variabili casuali 
//il caso Gaussiano

• I contorni di densità costante sono determinati dalla matrice di covarianza


• Per esempio in 2D

Estensione a n variabili casuali 
//il caso Gaussiano

Forma generale Forma diagonale 
(allineata con gli assi)

Forma isotropa 
(matrice identità)



Estensione a n variabili casuali 
//il caso Gaussiano

Distribuzione Normale multivariata: 
//il caso multivariato

• Consideriamo il caso della matrice di covarianza diagonale


!

!

!

• allora 


!

• ovvero

Distribuzione multivariata = 
prodotto di n distribuzioni 

gaussiane univariate, ognuna 
relativa ad una coordinata xi



•     soddisfa l’equazione agli autovettori


•     reale e simmetrica: i suoi autovalori i sono tutti reali e possiamo scegliere 
un insieme di autovettori  ortonormali


!

• Sostituendo all’interno della forma quadratica


!

• Indicando con                        la proiezione  di 


              lungo la direzione di ui

Distribuzione Normale multivariata: 
//il caso multivariato: geometria della Gaussiana

• Valgono le seguenti come nel caso univariato

Distribuzione Normale multivariata: 
//medie e covarianze



• Siano 


!

• La somma                  è ancora distribuita normalmente


!

• Si noti che la distribuzione di z = x + y è cosa diversa dalla somma delle 
distribuzioni di x e y (che in generale non è gaussiana).

Distribuzione Normale multivariata: 
//somma di variabili gaussiane indipendenti

• Sia                              con


!

!

!

!

!

• La distribuzione di x è la congiunta

Distribuzione Normale multivariata: 
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.



Distribuzione Normale multivariata: 
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

• La distribuzione di x è la congiunta


!

• Marginali:


!

!

• Condizionate

Distribuzione Normale multivariata: 
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.



• La distribuzione di x è la congiunta


!

• Marginali:


!

!

• Condizionate

Distribuzione Normale multivariata: 
//congiunta, marginale e condizionata di v.a.g.

• Siano


!

• La probabilità a posteriori vale:


!

!

• Inoltre:

Distribuzione Normale multivariata: 
//formula di Bayes


