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Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

+ Assumiamo rumore gaussiano additivo t=f(z;w)+e

e ~N(0,0)

precisione 3 = 1 /0>

* Allora

tlz ~ N (f(z; W), 0)

p(tlz) = N(f(z;w),0)

0 T



Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

« Abbiamo N osservazioni nel

training set
(mlatl)a Ty (IN7tN) = (X7 t)

L 3

+ Considerando la probabilita t flzyw)
congiunta dei target

p(tlatQa e ,tN|.T1,1'2,' t ,.’ZTN,W) :p(t|X.W)

+ Vogliamo stimare i parametri
w

o T
Introduzione alla Statistica Bayesiana
//metodologia generale
- Obiettivo: predire un dato x sulla base di n osservazioni Modello o
S={xi,..., Xn} ipotesi h

» Tre step: p(0|h)

- Specifica del modello h con parametri di tuning @ per la 9

generazione dei dati in S (510, 1)
* Inferenza (learning dei parametri)
Os

p(S|0,h)p(6|h)
p(S|h)

p(0|S;h) = o p(516, h)p(6|h)

* Predizione

p(x]S) = /p(:v,(?ls)d@ = /p(x|9)p(9|5)d9



Statistica Bayesiana
//stime puntuali

+ Rinunciando ad un approccio completamente Bayesiano, si possono ottenere
stime puntuali dei parametri (ovvero i parametri diventano “numeri” e non VA)

+ Stima Maximum A Posteriori (MAP)
Ovap = argznax p(0)S)

+ Stima di massima verosimiglianza (Maximum Likelihood, ML)
Omr = argmax p(516)

[(#) = argmax log p(S10)
0

Esempio: stima di massima verosimiglianza
//caso Gaussiano

* Insieme di campioni x1, . . ., xn da distribuzione Gaussiana di parametri
ignoti (identicamente distribuiti)

- Campioni estratti indipendentemente: L’ipOteSi
p(516) = [] paxl6) 1.0
k=1
- allora

0= L(#) = argmax p(S|#) = argmax H p(xk|0)
0 0 k1

+ oppure usando la log-verosimiglianza

[(#) = argmax log p(S|0) = argmax log Zp(a:k|0)
0 0

k=1
m=>> Vi logp(s|6) =0



Esempio: stima di massima verosimiglianza
//caso Gaussiano

« Un vettore aleatorio x € IR"

x ~ Normal(p, )

Nl ®) = e (—3foc - 0= x - )

forma quadratica di x

(z1,t1),--, (zn,tN) = (X, )

* per il singolo campione

log p(xile) = — log ((2m)|) — 5(xi — )=~ (xi — 1)

Esempio: stima di massima verosimiglianza
// o della Gaussiana

- Se x ~ Normal(p,X) con covarianza nota e media da stimare

* per il singolo campione
log p(xili) = — log ((2m)2]) — 5(xi — TS (i — )

+ derivando il secondo termine rispetto a pt (il primo e costante rispetto agta)

%(X—S)TW(X—S) = —2W(x—s)

Vologp(xilu) = 2710 —p) L2

* per tutti i campioni

Vologp(S|n) = Vo » logp(wilp) =Y T (x; — p)
=1

=1

« ponendo uguale a0

n 1 . iy
Y — 1= — . media empirica
E (xi — f1) = IZ{> fr=— E X; P




Esempio: stima di massima verosimiglianza
// Parametri della Gaussiana

« Se x ~ Normal(p,X) con covarianza e media da stimare

* per il singolo campione
1 1 _
log p(xilp) = —3 log ((2m)[21) = 5(x = )7 (xs = 1)

+ derivando il secondo termine rispettoa g e ¥ ripetendo il procedimento di
prima

1 n
S Z X; media empirica

[L n
:{> o
PR [ R T . -
) Z(Xi —)(xi — 1) covarianza empirica
i

Regressione lineare
//stima di ML dei parametri

« Training set (z1,t1), -, (zn,tn) = (X, t) L’ipotesi
+ La likelihood e IId
p(tlx,w,o) Hp tn|Tn, W,0) ﬁ N(f(zp;w),0) I:{>
! n=1
logp(tlx,w,0) = > logp(tn|zn, w,0)
n=1

1 1
\/—71_0_ exp (_ﬁ“n — f(.’l?n,W)|2)

N funzione di costo

N 1
— —?log27r—Nlogo—?;ﬁn—f(a:n;w 2




Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

A
¢ tn

w:n Z
Funzione di 1 N 9,
loss (errore) E(w) == Z tn — f(zn;w)|”
quadratica 2 n=1

Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

* Abbiamo che

N
: 1 9
max logp(t/x,w,o) <}:{> min Ep(w) = 5 E ity — f(xp;w)|
“n=1
Kior'] | N punto stazionario
dlog L T
T X,. Iu X,,W)
ow o* Zl (
1 N
—_ Xl XnX, W 0
o2 2_41 =
XlT | i
x5 1 2 to ZN_1 Xnln X"t
X . t .
. : — N T T
X!\ 1 xN tn Ln:] XnXn, W X' Xw

UIU;; L

(X"t - X"Xw) =0.

|
oW og*



Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

« Abbiamo che

max logp(t/x,w,o) <::> min Ep(w Z\t flxpyw

o . o Z(z‘ —xT'w)?
e = _Q(XTt —X™Xw)=0 punto stazionario
|:I| > W o

0*L — —iXTX negativa

owow T o2 il punto stazionario & un max

1 soluzione di ML
=> &= (X'X)'Xt. -
equazioni normali

per i minimi quadrati

Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

* Relazione tra parametri del modello e parametri stimati:

Ep(t|x.w.a)["’;’] = /\’i'p(t|X,w,0’)dt
= (XTxX)"'x”* / tp(t|X, w, o)dt
= (XTX)"XTE,_, t la curva
( T )_1 T p(tlx'w’a)[] deterministica
(X' X) ' X' Xw
- W y(I-,_W)

« ML é stimatore unbiased!




Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

+ Analogamente possiamo anche fornire una stima ML della varianza del rumore,
assumendo w=w

n=1
5% = ii(t —xTw)? = i(t —Xw)T(t — XW)
A n=1 ! N
A2 1
= N(t —XW)T(t — XW)
= T (- X(XTX)XT) ¢
= % (tTt —t7¢)
oLr 2N? _ 2N negativa
dodo ~  (t— XW)T(t—XW) o2 ilpunto stazionario & un max

Regressione lineare
//stima di ML dei parametri di generiche funzioni di x

flanw) = wlo(xi)
 La likelihood &

r
I
N

p(t|X, w, B) = HJ\/"(I‘.1-|WT¢(X1-),,B_1) :{>

i=1

Inp(t|X,w, 3) ZlnN’(t w' p(x:), 87" = —lno" - %111(2%) — BEp(w)
i=1

* Dove la funzione di costo o di errore e

Ep(w) = %g( —wl p(x:) )2



Regressione lineare
//stima di ML dei parametri di generiche funzioni di x

f(zp;w) = W' @(xi)

N y
max Inp(t|X, w,f3) <}::> min Ep(w) = %Z (ti - WT¢(X1‘))2

|::> 0=Vwhp(t|X,w,p) = Z (tz‘ - WTd)(Xi)) P(xi)"

[y

T 1T equazioni normali
|:> WumL = ((I) (I)) ot per i minimi quadrati

Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

+ Abbiamo generalizzato il risultato gia ottenuto per la retta

T —1+T equazioni normali
WML = ((I) (I)) Pt per i minimi quadrati
do(x1) ¢1(x1) -+ om—1(x1)
do(x2) 1(x2) -+ oOm—_1(X2) -
$— . ‘ | . design

matrix

do(xn) O1(xn) -+ Om—1(XN)



Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

+ Possiamo computare il Minimo di ED(w) anche in modo non analitico: metodo
di discesa del gradiente (procedura iterativa)

* |nizializzazione

w® — @®, 0@, ... w®)

, Wy —_— ED (0)) .

l\DIF—‘

Z = (W) e(x:))”

+ while ( ~ condizioneTerminazione)

w® e -1 _ o, 9ED(W)

=W S,
C)w'] w=wl(i—1)

i=i+1;

Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

* Possiamo computare il Minimo di ED(w) anche in modo non analitico: metodo
di discesa del gradiente (procedura iterativa)

* |nizializzazione

N
0) (0 0 1
w® = W w®, .. w)—— Epw®) = 52 — (W p(x:))?

+ while ( ~ condizioneTerminazione)
w = wi D —a(t; — wE P e(x;)) d(x:)

i =i+1;



Regressione lineare
//predizione e incertezza

‘Possiamo effettuare la predizione sui dati nuovi (test set)

T

tnew =W Xnpew

*Qual e I'incertezza sulle stime del nostro modello?

*Usiamo la covarianza...

—

tnew + 02

new

1500 2500

2000

1500

1000F

500K

oH

It 500§
-500H

—-1000

-1500H

—1000f
—-2000F

-1500 ry = -2500

Regressione lineare
//predizione e incertezza

‘Possiamo effettuare la predizione sui dati nuovi (test set)

t "T

new — W Xpew

*Qual e I'incertezza sulle stime del nostro modello?
*Usiamo la covarianza...

—

tnew U,%ew
2 2 2
Onew = 'va.r{tnew} — Ep(tlx,w,a) [tnew] - (Ep(t|x,w,a) [tnew])
= o’x!_ (XTX) "Xpew
= xz;ewcov{ W} Xpew

I'incertezza € legata alla covarianza dei parametri stimati !



Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

e Qual & I'incertezza sulle stime del nostro modello?

+ E’ legata alla covarianza dei parametri stimati...
cov{w} = B{(W—E{w})(W—E{w})T} = E{Www'}-E{W}E{W"}
- Poiché ML é stimatore unbiased: E{w}=w
w=(XTX)'XTt wwl = (XTX) ' XTetTX (XTX) ™
E{wwT} = (XTX) ' XTE{ttT)X (XTX) ™
t=Xw+e E{tt'} = E{Xw+e)(Xw+e€)'}
= E{Xww X" +2ew'X + €€}

= Xww ' XT +2E{e}w X + F{ee'}

= Xww ' XT + 521 .
rumore a media O

Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

* Qual e I'incertezza sulle stime del nostro modello?

« E’ legata alla covarianza dei parametri stimati...

col{W} = E{(W—E{W})(W-E{w})"} = B{ww '} -E{W}E{%'}

- Siottiene  B{ww'} = (X'X)'XTE{ttT}X (X"X)"’

= (XTX) T XT(Xww'XT +02DX (XTX)~
= ww' +0° (XTX)_1

1

cov{iw} = E{WW'} —B{W}E{W'} = ww' +0° (XTX)_1 —ww!
-1
=| 0 2 (XTX) piccola curvatura

elevata varianza

cov{w} = E{ww'} - E{W}E{w"} =} ( oL )_1 _

owow T parametri poco significativi




Regressione lineare
//modelli probabilistici: stima di ML

* Qual é I'incertezza sulle stime del nostro modello?

2 fnew = Xlew (XTX)_I XTt
new £ O ey, o2 = ! (XTX)_1 Xnew

new new

2= (tTt—tTt)

o~

K=1 K=3
1500 : 2500
2000}
1000}
1500f
' ’ 1000f :
500({Tr.. g
_ silll 500+ =

"/WH 1 1
3
e il | 500

,,—;
—~500, -/ - H
f y —1000H
-1500H
—1000H
—2000F
-1500 A -2500
-5 0 5 -5 0 5

Regressione lineare
//andamento della funzione di log-likelihood

Maximum Likelihood Range = 10;
-290 T T T T T T T T Max_Model_Order = 10;
noise_var = 100;
—295r 1 L=01;
° x = [-Range/2:0.2:Range/2]’;
__é _300F J N=size(x,1);
E)
| f=5*x."3 - x."2 + x;
é)_305' 1 f_n = f + noise_var*randn(size(x));
g
_310} [i,jl=sort(x); X=x.70;
o for k=1:Max_Model_Order
-31 L 1 1 1 1 1 1 X=[X x."°k] ;
1 2 3 8 9 10 *

w_hat = inv(X’*X)*X’*f_n;
f_hat = X*w_hat;
sigma_hat = mean((f_n - f_hat)."2);

4 5 6 7
Model-Order (K)

log £ — N log 27 — N loggi 1 No2 sigma = sigma_hat*diag(X+inv(X’*X)*X’);
2 2 2/5 . .
N N o L = [L; -Nxlog(sqrt(sigma_hat)) - 0.5*Nx(1 + log(2+pi))];
_ -2
= —3(1+210g27f)— Eloga plot(1,£(3),’0);

hold on
plot(i,f_n(j),’.k’, MarkerSize’,15)
errorbar(i,f_hat(j),sigma(j),’-r.’)
hold off
pause (1)

end

figure
plot(1:Max_Model_Order,L,’dr--");



