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Modelli dinamici

Supervised Learning  Unsupervised Learning

classification or
categorization

Discrete Outputy € { 1, ..., K}

clustering

dimensionality
reduction

regression

Continuous Output y € R

Continuous Discrete



Modelli dinamici

Processi temporali

* N stati o categorie

xr€4{1,2,...,N} — statoaltempot

+ Distribuzione congiunta fattorizzabile come

T

P(wo,wl, cu ,iIl'T) = p(xO) H p(wt | ZQy -« - - ,wt—l)
t=1



Processi di Markov

* |l prossimo stato dipende dallo stato presente

p(«’Bt+1 | zg, ..., 21) = p($t+1 | z¢)
+ Condizionatamente al presente, passato e futuro sono indipendenti

p(a:O? coes Lt—1y Tt4-1s -+ LT | .’.Et)
— p(x(), SRR | | Cle)p(xl‘,4-17 sy X | CBt)

Matrici di transizione di stato

» Catena di Markov stazionaria con N stati descritta da una matrice di
transizione

11 912 913
Q = (921 922 q23
431 932 433

¢ij = p(Tyq1 =1 | 2 = J)

N
%ij > 0 2 4 =1




Diagrammi di transizione fra stati

A : .
¢ij = p(xp41 =1 |z = j)
0.5
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Q=03 00 04
(02 09 06

Modello grafico di una catena di Markov

* Da non confondere con il diagramma di transizione fra stati

/11

p(zo,x1,...,2zp) = p(zo) [] plzt | z1—1)

t=1

(zo) (T T Z
T wer Te0) e @’p(%l@)@
N > -
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Statistiche delle catene di Markov

L P, ¢
e
’

1
~~~~~~~~ /S |911 912 913

(zg) (T T £
P! Y o (e | 20) @p(wz | z1) '@ p(z3 | w2>’@
A

. p(xy = 1) Q= |q21 922 23
ar = [p(as = 2) 931 932 933
p(zy = 3) ¢ij = p(Tp1 =1 | ¢ = j)
N a1 = Qag
a1(i) = > gi;ja0() ar = Qlag
=1 Qoo = 777

Catene di ordine superiore al primo

Dy D S s

T
p(iEO,LC]_, e ,.’ET) — p(fL'O) H p(SCt | wt—lawt—2)
t=1

T
7 2 {zt, z1-1} p(2) =p(Z1) le_lzp(ft | Z¢—1)



Processi dinamici a stati continui

- Gli stati sono definiti in uno spazio euclideo continuo: Tt € Rd

I

/
famiglia parametrica .
di densita di transizioni fra stati > Q(.’Bt I Lt—1. 9)

Modelli nascosti di Markov
(Hidden Markov Models, HMM)

@ 1 o @ @ Stati nascosti
D @ @ e

_ .
p(zo,21,-..,27) = p(zo) [[ p(xt | zi—1)p(yt | 1)
=1



Modelli nascosti di Markov
(Hidden Markov Models, HMM)

@ 1 o @ @ Stati nascosti
D @ @ e

_ .
p(zo,21,-..,27) = p(zo) [[ p(xt | zi—1)p(yt | 1)
=1

- Dato I¢ le osservazioni passate non ci dicono nulla di piu sul futuro

P(Yts Yit1 -+ | Tt Yt—1,Yt—2, - ) = Pt Yp+-1,--- | T¢)

Modelli nascosti di Markov
//stati discreti

z€{1,2,...,N}

@ T1 o @ @ Stati nascosti
D @ @ e

_ .
p(zo, 21, .., x7) = p(zo) [ pzt | zi—1)p(yt | z¢)
=1

+ Si associa a ciascuno degli N stati una differente probabilita di osservazione
(emissione)

plyt |me=1)  p(ye | ze =2) <o*



Modelll nascosti di Markov
//osservazioni: discrete e continue

- Osservazioni discrete: y: € {1,2,..., M}

0.3 0.2
. _ |01 . |02
0.1 0.5

 Osservazioni continue: Yt € Rk

AN

p(yt | o = 1) p(yt | z¢ = 2)

Esempio

T i " x¢ € {0, 1}
0 |1 —e€ €

_ Q= [ € 1— e]
‘ ~ N(0,02)

yt ,O-xt

35 - 700 150 200 250 = 08 = small

cr% — large



Modelli nascosti di Markov
//Inferenza

@ T1 o @ @ Stati nascosti
D @ @ e

+ Cosa possiamo inferire sugli stati da una sequenza osservata di dati?

+ Filtraggio (analisi on line)

p($t|yl7y27"'7yt) t=1727"°

+ Smoothing (analisi batch)

p(xt|yl7y27"'7yT) t=172”"7T

Problemi di inferenza risolvibili con HMM

* Filtraggio P(X¢[y1:¢) o Py Xe) [Zx,_l P(X¢|ze—1)P(21:6-1|Y1:6-1)
« Smoothing P(X:_1|ly1)
- Decodifica x1.; = argmax P(21.¢|y1.¢)

T1:¢

- Classificazione C”"(y1.7) = argmax P(y1.7|C)P(C)
-



HMM discreti:
//filtraggio

as(ze) = plee | y1,- - yt)

1

= Zp(yt | ) > p(zt | zp—1)oy—1(xi—1)

\ Jw\t_l /

j Y
Costante di Predizione : p(x¢ | y1,- .- Yt—1)
normalizzazione

Update: p(x¢ | y1,---,Yt)

HMM discreti:

//smoothing

D vy @)

p(xt | y) < p(xe | y1,- -, y)PWet1,- - > YT | 1)
. A _/

ant) ﬂ;&t)

+ L’algoritmo forward-backward aggiorna il filtraggio con una ricorsione indietro
nel tempo

1

Be(xt) = Z

> p(@ig1 | 20)PWit1 | Teg1)Bet1(zi41)
Tet+1



Stima dello stato ottimo
//Algoritmo Forward-Backward

» Usando Forward-Backward:

p(zt | y) = Zitat(wt)ﬁt(ivt)

* misuro la probabilita a posteriori sul singolo stato nascosto
+ Possiamo usare la regola MAP (o moda) per la stima
Zy = argmax p(z¢ | y)

* E se volessimo trovare la sequenza di stati con la massima probabilita
congiunta? -> Algoritmo di Viterbi

Stima della sequenza di stati ottima
//Algoritmo di Viterbi

T = arg m:UaX p(w07x17'°-7wT | yl)“')yT)

+ E’ una forma di programmazione dinamica per trovare (ricorsivamente) la
probabilita congiunta della sequenza di stati piu probabile che ha generato la
sequenza di osservazioni

A
’Yt(wt) — xlm?w);_lp(wl’ ce s Lp—1, Tt I Y1, yt)

o< p(ye | 20): | max p(ae | 20-1)7-1(0i-1)]



Classificazione con HMM

+ Training: coppie di (sequenze di stati, sequenze di osservazioni)
+ Test: predizione di sequenze di stati da sequenze di osservazioni
+ Prima bisogna effettuare il learning dei parametri

+ Esempio: stima di Maximum Likelihood con EM

T
(Q,0) = argmax p(z | Q) [] p(yt | ¢,0)
Q.9 =1

Q = |¢i;] = [p(zerr =i | 2 = 5)]
0 = {0;,}/Y;  (observation distributions)

+ In fase di test, poi si usa Forward-Backward o Viterbi per classificare gli stati

C™(y11) = argmax P(y1.T|C)P(C)

Apprendimento dei parametti
//Algoritmo di Baum-Welch (EM per HMM)

+ Date le sequenze di training

+ Passo E: Fissati i parametri inferisco gli stati nascosti

— N N\
)

Forward-
Backward

+ Passo M: Fissati gli stati, aggiorno i parametri di transizione e di osservazione



Apprendimento dei parametti
//Algoritmo di Baum-Welch (EM per HMM)

+ Date le sequenze di training

+ Passo E: Fissati i parametri inferisco gli stati nascosti
V() o< (). * Bt(7) w%(i) = P(X: = i[Y1.7)

.. a¢()a;jb;(ys+1)Bee1(J) . . s
i,]) = : . &(i,j) = P(Xe = i, Xe1 = jlY17)
et 9) > 2o (1)aijbi(Yes1)Beya (4) t t - o

+ Passo M: Fissati gli stati, aggiorno i parametri di transizione e di osservazione

'fT(Z) — ,7.1 (2) | | Prior
a(i,j) = M = Matrice di transizione
Zt ’)‘t(l)
(k) = 2=twe=k 110y ovice di
> 2 (7) osservazione

HMM continui
//Modelli a spazi degli stati lineari

@ @ o x3 @ zt € RY
v @ o) v R’

Ti41 = Az + wy we ~ N(0,Q)
yr = Cxg + vy vy ~ N(O, R)

« |l filtro di Kalman € un esempio di HMM continuo



HMM continui

//Modelli a spazi degli stati (lineari)

Brownian Motion

Constant Velocity

100 120 140 160 180 200 e 20

20 40 60 80

Time

Tip1 = Ty —+ wy [

HMM continui
//Filtro di Kalman

Tit1 = Azt + wy
yt = Cxy + vy

p(ze |y, --
p(xt | y1,--

. 7yt—1) — N(IL‘, ﬁtaﬂt)
Ly) = N(z; pe, Ay)

wt NN(OaQ)
V¢ NN(O,R)

predizione

osservazione e
update

+ Utilizzando un modello Gaussiano tutto pud essere rappresentato in termini di

medie e covarianze

Prediction: = Apg_1

At = AN 1 AT +Q

Kalman Gain: K; = A,0T(CA, T + R)™L

Update:

pur = fir + Ki(ye — Clit)
a=— Kt — KtC/-it

Differenza fra predizione
e osservazione



HMM continui
//Filtro di Kalman

An optimal estimation approach to visual perception and
learning™

Rajesh P.N. Rao *
Vision Research 39 (1999) 1963—1989

The Estimator

The World
.f‘I }- : 5 .
S Parameters
Hidden S(ate ------------------- : ------ v |5|ble State --------------------------- 17 Hidden State
("Internal" to (;“al’l!“‘g ("External") | (lnverse ("Internal" to
the World) unction) “Mapping) " (he Estimator)
HMM continui
//Filtro di Kalman
The World The Estimator
(Internal Model of the World)
I — ) i .
v — ¥ = |_ — R
r(t-l’) \Y% l = K(t) l U | = 1t i) = U i t)v—— Vv } r(t-:)
¢ 1 'w — ~<'~v ——= Kalman Filter -
Conversion to Predicted . -

Temporal Dynamics
of Hidden State ‘r’

Visible State
(Image ‘I")

Visible State

Estimated Dynamics

(Image ‘T") of Hidden State ‘r’
Prediction: = Ap_1
= AN AT+ Q

Ky = T\tCT(Cf\tCT + R)_l
Ciit)

Kalman Gain:

wut = fir + Ki(ye —
N = ;‘t = KtC/’\t

Update:




Filtro di Kalman come regressore on-line

Pzt | y1, .. ut) = N(z; e, Ae)

+ La media a posteriori minimizza I’errore quadratico medio di predizione

pe=argmin E| ||zt — pll* | y1,..- vi]

Filtro di Kalman come regressore on-line




HMM continui
//Modelli a spazi degli stati non lineari

OO wc¥
® © @ uer
Ti41 = f(x¢, we) wy ~ F

yr = g(x¢, vy) v~ G

» Dinamica degli stati e osservazioni sono funzioni non lineari (nhon Gaussiane)

HMM continui
//Modelli a spazi degli stati non lineari

@ @ @ uek

41 = [, wy) wt ~F
yr = g(a¢, vt) v~ G




HMM continui
//Filtraggi non lineari

p(xt | Y1, .- ye—1) = Gi(zt)
p(xt | y1,---,yt) = qe(xt)

Prediction:
@@t = [ p(at | @-1)ar-1(21-1) doy—
Update:

qt(x) = Zfit(iﬂt)l)(yt | z¢)

Filtraggi non lineari approssimati:
//Particle filtering (Condensation, etc...)

ai(@e) o p(y | @) - [ Pl | o 1)ar1(@i1) doy s

Le distribuzioni
di probabilita
vengono
rappresentati
con dei
campioni

Sample-based density estimate ” ”]I I m m“l]””” I

l Gt (z1)
Weight by observation likelihood M

l /AR R g(Te)
¥V v ey v \

Resample & propagate by dynamics I m l H ]][” HI

Gr+1(@41)




Filtraggi non lineari approssimati:
//Particle filtering (Condensation, etc...)

Sequential importance sampling step

— For i =1, ..., N, sample from the transition priors
R (5tlw((1f)¢_1,yg;¢)

and set ) a (=) ()
1) A ~(%
xot:(xt a%t 1)

— For i =1, ..., N, evaluate and normalize the importance weights

w(i)oc (y¢|:z:(z)) ( t)l"”Ot 1 Y1t 1)
t ( |%¢—1ay1 :) '

Selection step

— Multiply/Discard particles {mf,’l} . with high/low importance

A 4V
weights w; (9 to obtain N particles { (Z)‘}izl'

Filtraggi non lineari approssimati:
//Particle filtering (Condensation, etc...)

=1,...,N=10 particles

o © ©

r&‘if("

o—@-------
o .______
-
-
o B

'
00 ° {~(1) (l)}

filter starts at time f — 1 with an unweighted measure {i’i'_)l. N7,
which provides an approximation of p(x;_1 | y1:r—2). For each particle we compute the importance weights using
the information at time # — 1. This results in the weighted measure {i’i'_’] , tlvﬁ'_’l }, which yields an approximation
P(Xt—1 | Y1r—1)- Subsequently, the resampling step selects only the “fittest” particles to obtain the unweighted
measure {\“) _'} which is still an approximation of p(x;_; | yi:r—1). Finally, the sampling (prediction) step

introduces variety, resulting in the measure {(;'). —1}, which is an approximation of p(x; | y1.1—1).



Filtraggi non lineari approssimati:
//Particle filtering (Condensation, etc...)

Generalizzazioni degli HMM
//Dynamic Bayesian Network




