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Regressione lineare (deterministica)
//l problema della regolarizzazione (deterministica)
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Regressione lineare (deterministica)
//l problema della regolarizzazione (deterministica)

—©— Training
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Root-Mean-Square (RMS) Error:  Erms = /2E(w*)/N
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M=0 M=1 M=3 M=9
wg | 019 082 0.1 0.35
wk 1.27  7.99 232.37
w -25.43 -5321.83
w 17.37  48568.31
w -231639.30
wk 640042.26
wi ~1061800.52
Wk 1042400.18
Wk -557682.99
wi 125201.43




Regressione lineare (deterministica)
//l problema della regolarizzazione (deterministica)

* Introduzione di un termine di regolarizzazione nella funzione di costo

Ep (W) + ANEw (W)

dipendendente dipendendente

dai dati dai parametri
regularization
parameter

+ Esempio: funzione quadratica che penalizza grandi coefficienti

M—1

1 1 .
Ew(w) = EWTW =3 Z w
i=0

N
|:|| > 1 5 A penalized loss
E(w) = 5 § {t: — WT¢(Xi)} + §WTW function
=i

I:{> w=\+®"®)'d"t
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Regressione lineare (deterministica)
//l problema della regolarizzazione (deterministica)

InA\=—-00 InA=-18 InA=0
wy 0.35 0.35 0.13
wy 232.37 4.74 -0.05
w3 -5321.83 -0.77 -0.06
w3 48568.31 -31.97 -0.05
wy -231639.30 -3.89 -0.03
Wi 640042.26 55.28 -0.02
wg | -1061800.52 41.32 -0.01
wy | 1042400.18 -45.95 -0.00
w3 -557682.99 -91.53 0.00
wy 125201.43 72.68 0.01

Regressione lineare probabilistica ML
//problemi

+ Valore pratico limitato: ci vogliono molti data sets (ensemble di data set)
+ Approccio frequentistico
* In generale:

+ L’utilizzo del criterio di massima verosimiglianza (ML) per la determinazione dei
parametri del modello tende tipicamente ad essere soggetto al problema
dell’overfitting

+ Per controllare la complessita del modello, un approccio di tipo bayesiano,
invece di fare uso del termine di regolazione E(w), introduce una distribuzione
che rappresenta la nostra valutazione a priori (prima dell’osservazione del
training set) dei valori dei coefficienti w



Esempio: stima di massima verosimiglianza
// lancio di moneta

* Per un singolo lancio uso Bernoulli

1 il lancio ha dat
p(1)0) = 61=T) (1 — )1 (=C) I =T) “esta comeesito

0 altrimenti

+ Likelihood per N lanci indipendenti
S|0 HOI(I—T) I(lzC') — GT(I . a)N—T

« Stima ML

dp(516) _

T— T N-T—-1 _
TR T6 1(1 ) —(N—T)G (1-29) L' =0

=>

* Quindi se dopo N=3 lanci osservo S = {C, C, C} allora

=0 —(
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Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

* Nel setting ML (frequentistico) in realta con N piccolo ottengo conclusioni
fuorvianti (la moneta & sicuramente truccata: dara sempre CCCCCCC....)

+ Approccio Bayesiano:

funzione di
likelihood:

distribuzione o . .
di Bernoulli a priori coniugata di
Bernoulli:

p(S | 9) f(g) distribuzione Beta
p(S)

a posteriori:

distribuzione Beta f(9|S) —




Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

+ Approccio Bayesiano: fnzione di

likelihood:

distribuzione o ) .
di Bernouli a priori coniugata di
Bernoulli:

p(S | 9) f(9) distribuzione Beta
p(S)

a posteriori:

distribuzione Beta (9 | S) =

a priori coniugata di

Bernoulli: .
distribuzione Beta f(9|a1, 0’2) =

(on + ) o4 2—1 —1 2—1
—— 0" (1 —0)*? O (1 — )2
F(Ql)r(ag) ( ) X ( )

e x

| | . — — —

distribuzione p(S10) = H oI =10 (1 — 9)10=C) = 9T (1 — g)N-T
i—1

di Bernoulli

a posteriori:

distrbuzione Beta  f(8]S) oc T Ter=1(1 — g)N-T+a2=1 « Beta(T + oy, N — T + )

Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

+ Approccio Bayesiano:

funzione di
likelihood:
distribuzione
di Bernoulli a priori coniugata di
Bernoulli:
a posteriori: p( S | 9) f (9) distribuzione Beta
distribuzione Beta f(g | S) -
p(S)

a posteriori:

distribuzione Beta f(85) 0T+al_1(1 - O)N_T_Hw_l x Beta(T 4+ a1, N =T + as3)

* Uso come stima il valore atteso della Beta

T+ o
N +ay + as

E[0|S] =



Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

a=0.1, b=0.1 a=1, b=I
* Uso come stima il valore atteso della Beta : ;

T+ oy ]I B
BoIS) = N +ay+ as LJ

- Anche se uso un a priori uniforme a=2, b=3 4=8, b=4
a]; =ay =1
G T+1
- N+2

* Quindi se dopo N=3 lanci osservo S = {C, C, C} allora

- T+1 _
0_N:§_a2 ,q

Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

* Non a caso abbiamo utilizzato come stima il valore atteso della Beta

T+ oy

OIS = ot as

+ Implicitamente abbiamo usato lo Step 3: predizione Bayesiana:

p(]S) = / p(2|0)p(0]S)do

* Nel nostro esempio
1 /

1
p(X =1|5) = / p(X = 1|0)p(0|S)db = / 9Beta(0|a’1,a’2)d9 = E[f] = a—,l
0 0 %)

of=a1+Teay=ar+a2+ N



Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

* Qual & la relazione con la stima di massima verosimiglianza?
+ Per infiniti lanci
p(8]S) — 4(0 — 0)

* ovvero:
1

1
p(X =1|9) = /0 p(X = 1|0)p(9|S)d6 =~ A p(X = 11)6(6—0)d8 = p(X = 1/9)
* Infattiper TeN>> a1 e a2

T+ oy
N+ o)+ as

>
|
=2

E[|S] =

Esempio: stima Bayesiana
// lancio di moneta

* Posso usare la formula di Bayes in modo ricorsivo (sequenziale)

+ ad ogni lancio, osservo T o C e uso come a priori la posteriori (Beta) del lancio
precedente, quindi effettuo la predizione

0Ssservo inferenza
- §={C,C,C} > £(8)S) = p(519)1(0)
/ p(S)
predico
p(z|S) = /P(-T|0)P(9|S)d9 aggiorno la mia
credenza a priori
0SServo p(S|0)f(6
- S={C,C,C,T} > f(8]S) = % inferenza
m
p(alS) = [ alo)p(6]5)d0 aggiornola mia
credenza a priori



Esempio: stima Bayesiana

// lancio di moneta

* Nel nostro modello h possiamo calcolare in forma chiusa anche la
verosimiglianza marginale o evidenza (dei dati)

p(0]5, 1) = 2

510, h)p(6]h)

* Ricordando che

p(8]S) = Beta(f, a}) =

* Usando Bayes p(0)S) =

~ p(S)

~ p(S) T(a)T(az)

=

Regressione lineare

p(S|h)

p(S)

[(a} +a})
NCANCA

p(9)p(519)

o (510, h)p(0|h)

1 {I‘(al + a-z)
['(on)T(a2)
1 I‘(al + az)

9&'1—1(1 _ 0)0{,—1

901'1—1(1 _ 9)&'2—1

//Approccio Bayesiano: sintesi

9&1—1(1 _ 9)&2—1 [0T(1 _ O)N_T]

* Framework probabilistico

Zo

p(thx,w,a) = [ [ pltalza) = [[N(f(@n; W), 0)

o’ @

AT

ow



Regressione lineare

//Approccio Bayesiano: sintesi

N

« Framework probabilistico  p(t|x,w,o) = Hp(tn|xn) = HN(f(:rn;w),a)

posterior =

likelihood x prior

marginal likelihood

p(t, W|X? 0) = p(t|X, W, 0’)p(W) = p(WIt, X, 0')p(t|X, 0)

pwit, X, o)=p(t X, w,0)————
(W]t X,0) = p(t1X, w,0) 1S

p(w)

Regressione lineare

//Approccio Bayesiano: sintesi

Regola di Bayes

Probabilita
congiunta

Regola di Bayes
per la regressione

* | pesi w non sono semplici parametri ma variabili aleatorie su cui fare
inferenza abbiamo cioé un modello generativo

p(t.w) = p(w) T2, p(ta|w)




Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: sintesi

* | pesi w non sono semplici parametri ma variabili aleatorie su cui fare

inferenza abbiamo cioé un modello generativo

posteriori

p(Wt, X, a, B) o p(t|X, w, 3) x p(W|a)

N(tly(x,w),371) X N(w|0,a 1)

Tn
W
p(t, w[X, o) = p(t[X, w, r)p(w) ot — O
© N
Probabilita congiunta —
(probabilita di tutto)
Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: sintesi
* | pesi w non sono semplici parametri ma variabili
aleatorie su cui fare inferenza abbiamo cioe un
modello generativo
— lperparametri
+ Siintroduce una probabilita a priori su w (che Tn «
regolarizza: favorisce piccoli w)
Prior
- /_\i > p(w|a) = N(w|0,a™11) w
05 Kv,/. C ’ o2
1 — t‘n
+ Dai dati di training si calcola la probabilita a N



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: sintesi

+ Dai dati di training si calcola la probabilita a
posteriori

—— lperparametri
In (83
;:: : 0 \//7\
-0s 05 ‘\j——j-'/t' w
-05 w 05 0 05 w 0'2 ¢ : > -
N(tly(x,w), 371 x  N(w[0,a]) TN
Posterior —
;°0
p(w(t, X, a, B) o p(t|X, w, 3) x p(w|a)
Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: sintesi
+ Dai dati di training si calcola la probabilita a
posteriori
p(wlt, X, a, B) o p(t|X, W, B) x p(w]a) —
* Per un nuovo dato x, predico t usando la
distribuzione predittiva w
| N
p(t|x, X, t, o, 3) = /p(t|x,w, Bp(wit, X, a, 3)dw
Y .
o? .



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: sintesi

* In un approccio totalmente Bayesiano anche gli

iper-parametri sono variabili aleatorie Variabili
aleatorie
In ¥
* Per un nuovo dato x, predico t usando la
distribuzione predittiva w
p(tx, X, t) =
/p(tlx, w, Ap(wlt, X, o, B)p(a, 5| X, t)dwdadf?
0- '\-/'t:
+ problema intrattabile in forma chiusal!! N
tLtylw
Modello Bayesiano
gerarchico

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: I'ipotesi sul prior

+ Si assume che i coefficienti w siano tra loro indipendenti e tutti distribuiti allo
stesso modo, secondo una gaussiana a media 0 e varianza a !

M-—-1 o 1/2 a 2
pwla) = T (5=) e (—5u?)

1=

* ovvero una gaussiana multivariata
1

1 1 _ 0 ( ) )

f(X|[_L2) = (271')"/2 ’ ) ’1/Qexp <_§(X_IJ‘)TE l(x_/J‘)) _; \g_)/‘

* con parametri

>



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: I'ipotesi sul prior

« Sappiamo che (the Matrix cookbook)

x ~ Normal(p, %) y|x ~ Normal(Ax + b, 35)

I:{> x|y ~ Normal(i, X)

= (27 +ATZA) T ATE (Y —b) + 21 )
= +ATS A

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: I'ipotesi sul prior

* Nel nostro caso, con un po’ di conti... (€ non scrivendo le variabili x per
semplificare la notazione)

])(W) = _,\‘(W‘ mq. SO) Posterior

1

> p(wlt) = N(wjmy, Sy) x p(tw)p(w) = S

my = Sy(Sgimo+ 5oTt) T
Syt = Spl+peTe
* con mo =0 So = a1l I:> p(w|a) = N (w0, a1
my SN dTt

Sy al + poTo



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: I'ipotesi sul prior

* In questo setting

al + peTe

my

p(wla) = N(w|0,a™t1)
Sy =

« Si noti che

. 1. Per a—0 |:{> my — WML = (‘1>T‘1>)_1‘1>Tt

* ritroviamo la regressione di ML

+ 2. Calcolando la log posteriori

N
,.‘3 ) ¥
Inp(wlt) = —'5 E (tn — WT¢)(xn))2 - %WTW + const

n=1

* ritroviamo la ML regolarizzata

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: learning sequenziale

likelihood prior/posterior dala space

1 1

y(z, wo,w1) = wo + wix " y p(wo
o " p=0eX =c%I=0.041
1 1 : \

rette

,W1)

campionate dalla
distribuzione



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: learning sequenziale

likelihood priorfposterior dala space

y(z, wo,w1) = wo + w1z @

0 1

o o N

p(wo,w1)
p=0eX =021 =0.041

rette campionate dalla

/ distribuzione

p(wo, wi|z1,y1)

W W

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: learning sequenziale

likelihood prior/posterior dala space
1

p(wo, w1)
p=0eX =c%I=0.041

y(x, wo,w1) = wo + wix

rette campionate dalla
distribuzione

p(wo, w1|z1,y1)

p(wo, w1 |z1,y1, w2, y2)



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: learning sequenziale

likelihood prior/posterior dala space
1

p(wo, wr)
p=0eX =021 =0.041

y(z, wo, w1) = wo + wix

rette campionate dalla

/ distribuzione

p(wo, w1 |T1,y1)

0sservo (z1,91)

0SSenvo (w2,92)

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: predizione

« Data la posteriori  p(W|t, X, a, B) x p(t|X, w, 3) x p(W|a)

p(tx, X, t,a, 3) = /p(f|x.w.;’5)p(w|t.X.a.d)dw

R

p(tlw. 3) = N (tly(x.w), 371)

p(wlt,a, 3) = N(w|mpy,Sy) tn<>___<>

:{> L'integrale rappresenta la N
convoluzione di due Gaussiane

I:{> Risultato ancora gaussiano , f Y - 3

- t
p(tIxt, o, 3) = N (tmy ®(x), o3 (X))
2 2—1 T
oxv(x)= [ + ¢ Sy
v (x) | N (x) vN (XZ
Rumore Incertezza nei

dati parametri w



Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: predizione

pltlx. .o B) = N (tmF & (x). 0% (x))

ox(x)= 571 +(x)"SnP(x)
v N~ SEEE—
Rumore Incertezza nei In
dati parametri w

+ Al crescere del numero di elementi nel training set:

* il secondo termine della varianza diminuisce, e tn ‘ :

>

quindi la distribuzione tende a concentrarsi . N
intorno al valore previsto
+ solo il primo termine rimane significativo, o2 AA

mostrando che la sola incertezza rimanente &
quella relativa ai dati osservati

Regressione lineare
//Approccio Bayesiano: esempio

1 punto nel training set

y = sin 27z / / ‘\_/ \ \ ,

0 . 1 0 T 1

2 punti nel training set

e —)
7
£
S
f

¢ O\ .
A\ . \ \/\ /
o/ \ /

<
A

y = sin 27z / o

0 .| 0 e !



Regressione lineare

//Approccio Bayesiano: esempio

4 punti nel training set

V! T

1- | // /?i& J
t ' /,/ // \\ /\

O- / \

I S/ / 1
0 \9\ L/_Q 0 .\ /, \< ‘\x’/ //;g

\.
-1t -1 \ // \\\\/ \\L///' ]
y = sin 27w \\ J/ \\\\//
] 1 0 . 1
25 punti nel training set
o O
1 .50 1
! o} !
of o on of 7
o
° jo
-1 o 1
oo
0 1 0 1
Esempio Matlab
fln;w) = wix, wo ~ N (0, ) wy ~ N(0,a)

p(wlt, X, 0, )

p(WlOd) - Nwo(O, a)Nwl (O’ a) = NW(Oa A)

A=al

HgZ].'/\/tn (WTXTH 0) = Nt (XW, UI)

Ne(Xw, o) Nw (0, A)

T [ N:(Xw, 0T)N (0, A)dw

=N (u,X)



Esempio Matlab

f(:r7l;w) = WTXTL

Ep(w|t,x,a,a) {tnew|xnew} = Ep(w|t,x,a,a) {Xl—ewW}

X /Wp(w|t.,X,o,a)d.w
: e
= X=Xl (XX +Z1) X
o

var(tnew Xnew) = Ep(w|t,x,a,a) {t%ew|xnew} - Eg(wh,x,a,a) {tnew|Xnew }

2
- Xlepr(w|t,X,0) {WWT} Xnew — (Xlepr(wh:,X,a) {W})

new

9 -1
a
= xlewzxnew = o?x,, (XTX + EI> Xnew

Esempio Matlab

N=25; xx=rand(N, 1)-0.5;
X=[xx.A2 xx]; wO0=-0.5; w1=0.5; sigma=0.05; alpha = 1;

simulo dati di training

f=X*[W1;WO]; f(In§W) — WTXn

t = f+sigma*randn(N, 1); tlI ~ .,’I\/"’(f(I; W), 0)
2 -1
that = Xnv(X"X + eye(2)'sigma/alpha) Xt E, e x.oa) {tnew Xnew} = Xonew (XTX - U—I) X't
e a predizione
[x,y]l=meshgrid(-1:0.05:1,-1:0.05:1);

[n,n]=size(x);

W=[reshape(x, n*n, 1) reshape(y, n*n, 1)];

2 -1
mu = iNv(X"*X + eye(2)*sigma/alpha)*X"*t; o= (XTX + ”-1) X't
@]
) -1
C = sigma*inv(X"*X + eye(2)*sigma/alpha); > = g2 <XTX + U_I)
(@]
rior = reshape(gauss([0 O], eye(2)*alpha, W),[nn)); AL —
P pe(gauss([0 O], eye(2)'alpha, W),Innl); A/ (0,A) A =al calcola e
likelihood = reshape(gaussi(t',eye(N)*sigma, W*X"),In n]); HnN:1Ntn(WTxnaU) distribuzioni

. per plottarle
posterior = reshape(gauss(mu',C, W),[n n)); N ( I, » )



Esempio Matlab

figure

subplot(2,2,1)
contour(x,y,prior)
hold
plot(w1,w0,'0")

subplot(2,2,2)
contour(x,y,likelihood)
hold

plot(w1,w0,'0")

subplot(2,2,3)
contour(x,y,posterior);
hold

plot(w1,w0,'0")

subplot(2,2,4)

hold
[X_sort,ind_sort]=sort(xx(:,1));
plot(xx(ind_sort, 1),f(ind_sort));
plot(xx(ind_sort,1),t(ind_sort),".");

plot(xx(ind_sort,1),that(ind_sort),'r");
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